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МЕТОД ОБЕРНЕННЯ МАТРИЦІ У БАГАТОПРОДУКТОВІЙ
МОДЕЛІ ЛЕОНТЬЄВА

Багатопродуктова статична модель Леонтьева у матричному вигляді
записується так:

*•1 /-0 /-0
Легко показати, що сума у знаменнику правої частини перетворюється
нуль тоді та тільки тоді, коли матриця А має хоча б одне одиничне

власне значення, тобто коли / - А с особливою матрицею і початкова
задача не має сенсу.

Позначимо

на

Х = АХ + С,
ДеX— /1-вимірний векторобсягів виробництва;А-матриця прямих витрат
порядку л;С-л-вимірний вектор невиробничого споживання. Розв’язок
цієї системи щодо вектора X мас вигляд:

Х= (І -А) ЛС.

І ь,, / ±°
!•0 /*0

(2)«/>-* =

тоді вираз для матриці повних витрат буде таким:

ар_кАр~к = а0 / +а,А + . . . + ар_іАр~1 .
Для матриці (s i -А),де s -деякий параметр, матимемо

( s i - AY' = s'\l - As -' Y '

р-п

Тут і далі І-одинична матриця порядку л; (І - А) л -матриця повних
витрат.

Визначившимаггрицюпрямих,а згодом і повних витрат, можна, зокрема,
показатинегативний вплив екологічних збитківнаобсяги виробництва[1].

Розрахунок оберненої матриці (І -А/ 1 у випадку, коли А маєменше за
одиницю найбільше власне значення (тобто є продуктивною), можна
провести, зокрема, ітеративним методом за допомогою такого нескінчен-
ного матричного ряду

( І - АГ' =%
1*1

(3)

- s -'t (І » sp-, ) Ap-ksk -p х
Р ~ І

*•1 /-0

^ =І(Х
1=1 М) / f-О

/ І*,- ,*’-' ./ /=0

І*о
-1 = І + А + А2 +... + Ап +... 0 )(1- А)

або іншими відомими методами [2].
Знайдемо вираз для цієї ж матриці у випадку, коли відомі коефіцієнти

мінімального багаточлена[2]для матриці А

т( Лі - А)= ХР + ар_хХр~1 +.. .+а,А+ а0 , р < л ,

Позначимо

*-(М)
aP-t (s) =Sap-'s1=0

тоді

дер- степінь мінімального багаточлена; а і -його коефіцієнти.

Поділимо цей багаточлен на двочлен (1 - X ).Після відповідних пере-
творень матимемо

= a0 ( s ) I + a{ ( s ) A + ... +

тобто маємо вираз для цієї оберненої матриці у вигляді розкладу за

степенямиматриці А.
Якщо уматриці Амінімальний багаточлен збігається з характеристич-

ним багаточлеиом, тобто р = п та т (А/- А) = det(Af- А),то у попередніх

формулах слід замінити р на п.
Останняформула зточністюдопозначень збігається з отриманоюв[3]

формулою такого вигляду:

р-к-і( s i ~ А )
і-1

=-±Ьг^-‘ НІ -Ч-'±а
4-І /=0 1-0

Оскільки матриця А задовольняє свій мінімальний багаточлен, то з

останнього виразу випливає, що

т( ХІ — А)
р-t -

о- А)

-АТ'±°̂ ± ї °̂ ‘
1=1 /»о

(/ ts’ t / ±j*о i*\+ j I
(5/-УІГ1 = a t s .

219
... .



V

Вона, на відміну від попередньої, подає матрицю (s i- А)~1

розклад за степенями s —1через
пакета аналітичних
виразом для матриці прямих витрат&p-\ sP 1 + • • • + B{ s(si- А)~' = ' 0 ,3 0 ,09 0 ,08

'

А= 0 ,08 0 ,24 v 0

0 ,07 0 ,06 0 _
s p + a p lSp-' + *—Н 4- <30

5

де матричні коефіцієнти Bj мають вигляд

В j = ІаіАН~1 -
#=!+;

З рівнянь (2) та (3) випливає алгоритм розрахунку матриці
витрат, який має вигляд

багаточлсна матриці А.
Знаходимо коефіцієнти характеристичного _

= 0 ,00096;а\- 0 ,0592; я2~ - 0 ,54; аг ~ і , а їх сумаВони будуть такими: До
яо+яі+яз^Лз = 0 ,52016. . . ,

Підставляючи відповідні значення в (2), знаходимо коефіцієнти а .
0 , 00096

повних

«0 =1-# = 0 ,99815;=1-( I ~ А) 1 — ос0 І "hoc^ A+ .. ,+ сср_1Ар~\
Тут сг0 ,ог, ,. . .,0 : ,̂ - назвемо мультиплікаторами прямих витрат, які

визначаються через коефіцієнти мінімального багаточлена за допомогою
таких рекурентних співвідношень

а іР -1

Ї й р- І

Отже, матриця повних витрат може бутирозрахована через мультиплі-
катори та степені матриці прямих витратще таким чином:

X* 0 , 52016
0 ,0592^г— = 0 ,99815 = 0 ,88434;а, = а0 Xа 0 ,52016
-0 ,54

С,52016
Знаючи коефіцієнти а , можна визначити з (3) обернену матрицю

( 0 , 3 0 ,09 0,08 v

( І - Ау [ = 0 , 99815х 0 1 0 + 0 ,88434х 0 ,08 0 ,24 0 +
0 ,07 0 ,06 0

а2 = 1,92249.= 0 ,884342»а ,
Р - 1“о (4)= 1-а .

Р -1 =а . -
Р -2 Іо•І• Еар- 1 Р - 1 П о ої

0 0 1

'0 ,1028 0 ,0534 0 ,024 ^ Г1,46109 0 ,18225 0 ,11689
+1,92249х 0 ,0432 0 ,0648 0 ,0064 = 0 ,15380 1,33497 0 ,12304

0 ,0258 0 ,0207 0 ,0056 І ^0 ,11150 0 ,09286 1,000892
Це значення оберненої матриці повністю збігається зточнообчисленим

аналітично.
Розраховуючи значення елементів оберненої матриці ітеративним

методом (1) піднесемо матрицю А, наприклад, до шостого степеня, тоді
f 1,459967071 0,1814065332 ОД166476690^

( І - А)-' = 0,1531406912 1,334467754 0,1216434074
0,1111899659 0,09261758299 1,0008853429

а, °о 'Р о- і
_

Х / + 1 - хА+1 -( І - А ) XVi X*X - р-1р-\

V1 *0 ІхЛ' ~1 = І + А ++... +|1 — » • •і - 2*Р -*Р-І
+ . .. + А‘"' -^Р —(1+ А+ .. . + Л’* )-2-Р-1 V.

' 2а2° J>-IP-V
Перевага пропонованого методу обчислення матриці повних витрат ,

порівняно з ітеративним методом (1), зокрема, полягає в обчисленні не
більше ніжр-1степенів матриціАтадосягненні при цьомувищоїточності.
Наведемоприкладобчислення матриці повних витрат через мультиплі-

катори та матрицю прямих витрат порядку 3 (трштродуктова економіка),
Значення елементів цієї матриці вказують на повільну збіжність ітера-

тивного методу у нашому випадку.
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